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O mundo das coisas pequenas € estranho....




INTRODUCAO
As particulas materiais se comportam como ondas...




INTRODUCAO
As ondas-particulas sao descritas probabilisticamente...
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Por exemplo: energia e te



INTRODUCAO
As particulas se comportam de forma nao local....




A crise na Fisica e o surgimento da Mecanica Quantica

O inicio do problema que levou a mecanica quantica....
Por que os atomos nado se desintegram em nano segundos?

Por que a luz infravermelha € incapaz de arrancar elétrons
Independentemente da sua intensidade mas a luz azul os arranca
facilmente?



A crise na Fisica e o surgimento da Mecanica Quantica

Por gque os espectros contem linhas discretas?

Continuous
spectrum

Sodium

Hydrogen

Calcium

Mercury

Modelo de Bohr

Por que um reduzido numero de Nicleo

comprimentos de onda podem ser Flectron
= - /s Orbit

emitidos ou absorvidos pelos atomos? T 2

Niveles de
energia




O Foton, o Quantum de Luz

Vimos e entendemos os fenOmenos de reflexdo, interferéncia, difracdo, em

termos do comportamento ondulatorio da luz (ou seja governada pelas eq.
Maxwell).

Em 1905, Einstein propds que a radiacédo eletromagnética (ou, simplesmente, a
luz) é quantizada; a quantidade elementar de luz hoje é chamada de fdton,
...uma particula!!! ou seja que a luz se comporta como particula...

Segundo Einstein, um quantum de luz de frequéncia f tem uma energia dada
por

E=hf (energia do foton)
onde h é a constante de Planck, cujo valor é
h=6,6310°*Js=4,14101 eV

Vejamos como Einstein chegou a esta concluséao....



O efeito fotoelétrico

Montagem experimental usada para estudar o efeito fotelétrico. A luz incide no alvo
T, ejetando elétrons, que sd@o recolhidos pelo coletor C. As baterias e 0 resistor
variavel sdo usados para produzir e ajustar uma diferenca de potencial entre T e C.
Aumentamos o valor negativo de V ate que atinja o valor V, chamado potencial de
corte, para o qual a corrente medida pelo amperimetro A e nula. Para V =V, os elétrons
de maior energia ejetados pelo alvo sdo detidos pouco antes de chegarem ao coletor.
Assim, K., a energia cinética desses elétrons, é dada por:
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O problema do efeito fotoelétrico...

Estes resultados ndo podem ser explicados pela fisica classica.

19) O problema da intensidade: Quando a intensidade da onda aumenta (o que significa
sua energia media por unidade de tempo e por unidade de area), ou seja, quando se
aumenta o modulo do vetor campo elétrico E, a intensidade I=E?, os elétrons deveriam
ganhar mais energia (pois a forca que os elétrons recebem € F = ¢-E) e portanto deveria
ser necessario um potencial V, mais negativo para deter os elétrons, mas na figura o V,
ndo depende da intensidade!!!
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O problema do efeito fotoelétrico...

29) O problema da frequéncia: segundo a teoria ondulatdria, o efeito fotoelétrico
deveria acontecer com qualquer frequéncia, pois para qualquer frequéncia deveria ser
possivel arrancar elétrons a partir de uma determinada intensidade de luz... mas o efeito
fotelétrico ndo é observado se a frequéncia da luz for menor que uma certa frequéncia de
corte f,, ou seja, se o comprimento de onda for maior que um certo comprimento de
onda de corte A, = c/f, sem importar a intensidade da luz incidente!
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O problema do efeito fotoelétrico...

39) O problema do retardo temporal: pela teoria ondulatéria, a energia do fotoelétron
ejetado deve ser absorvida da onda incidente. A area efetiva, por onde o elétron recebe
energia, ndo pode ser muito maior que do que a area (secédo reta) de um atomo. Entdo se a
luz for pouco intensa, havera um retardo de tempo mensuravel até o elétron absorver
suficiente energia para ser ejetado. Este retardo nunca foi observado.
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A proposta de Einstein

Todo se resolve se a luz for composta de pequenos pacotes de energia (e ndo uma
onda) e onde a energia destes pacotes (fotons) é:
E=hf (energia do foton)

Desta forma, ndo ha mais problema da intensidade pois ao duplicar a intensidade
duplicamos o nimero de fotons mas ndo aumentamos a energia individual de cada
um e portanto o K., ndo muda!
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A proposta de Einstein

Todo se resolve se a luz for composta de pequenos pacotes de energia (e ndo uma
onda) e onde a energia destes pacotes (fotons) é:

E=hf (energia do foton)

Desta forma, ndo ha mais problema da frequéncia pois se os elétrons se mantém
no metal em funcdo do campo elétrico E, para ser ejetado precisa de uma energia
minima @, que é dada pela energia do foton E = hf se hf > @ ejeta elétrons sendo
ndo ejeta.

Tambéem ndo ha mais problema da retardo temporal pois a transferéncia de energia
e feita num evento de colisdo unico (ndo € um fenGmeno cumulativo)

@ e chamada de funcao trabalho. =
Se a energia hf cedida por um foton a um
elétron é maior que a funcdo trabalho do
material (ou seja, se hf > @), o elétron
pode escapar do alvo. Einstein escreveu:
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Exemplo: Emisséo e Absorcéo de Luz na Forma de Fotons

Uma lampada de vapor de sédio e colocada no centro de uma case a esférica que
absorve toda a energia que chega ate ela. A lampada tem uma potencia de 100 W,
suponha que toda a luz e emitida com um comprimento de onda de 590 nm. Quantos
fotons sdo absorvidos pela casca esférica por segundo?

A luz é emitida e absorvida na forma de fotons. De acordo com o enunciado, toda a luz
emitida pela lampada é absorvida pela casca esférica. Assim, o numero de fotons por
unidade de tempo que a casca esférica absorve, N, € igual ao numero de fétons por
unidade de tempo que a lampada emite, N,

Célculos: O numero de fotons emitidos por unidade de tempo N é dado por:

Poténcia emitida Pt

emit —

Energiado féton  E
Considerando que a energia do foton é E = hf temos:

Pemit

N:Nemit = hf

Como f = ¢/A temos:
PornicA B (100 W) (590 10~° m)

_ = 2,97 10%° fotons/s
he (6,63 10734 5)(2,998 108




Exemplo: O Efeito Fotelétrico e a Funcao Trabalho

Determine o valor da funcao trabalho @ do sodio a partir da figura

.sl've Ultravioleta

h b
Vcorlc = ( )f o
e e

E possivel determinar a funcéo trabalho @
a partir da frequéncia de corte f, (que
pode ser extraida do grafico). O raciocino e
0 seguinte: na frequéncia de corte, a
energia cinética K., é nula. Assim, toda a
energia hf transferida de um foton para um
elétron é usada para ejetar o elétron (sem
excedente de energia cinética), esta € a
energia @.
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A frequéncia de corte f, para o sodio é a frequéncia na qual a reta correspondente
ao sodio intercepta o eixo horizontal, neste caso 5,5 X 1014 Hz. Assim, temos:

® = hf, = (6,63 X 103 J 5)(5,5 X 1014Hz) = 3,6 10" J = 2,3 eV



Os Fotons Possuem Momento

Uma outra experiéncia convincente que aponta para a interpretacdo corpuscular das ondas
eletromagneticas foi a questdo do momento linear (ndo s6 foram as questdes de energia
como no caso do efeito fotoelétrico). Pois o momento linear é uma caracteristica
exclusiva de particulas com massa! e ndo de ondas...vamos a experiéncia:

Compton em 1923 fez a seguinte experiéncia: Um feixe de raios X de comprimento de
onda A =71,1 pm incide em um alvo de carbono T. Os raios X espalhados pelo alvo séo
observados em varios angulos ¢ em relacdo a direcdo do feixe incidente. O detector
mede a intensidade e o comprimento de onda dos raios X espalhados. O feixe espalhado

apresentou dois comprimentos de onda! ¥
9=0°

¢ =45°
.

Detector

Intensidade
Intensidade

Jom

70 75 70 75

Comprimento de onda (pm) Comprimento de onda (pm)

Raios X
incidentes

Intensidade

Intensidade

Fendas
colimadoras o - 2 e

Comprimento de onda (pm) Comprimento de onda (pm)




Os Fotons Possuem Momento

O segundo comprimento de onda observado (e que depende do angulo de observacédo) &
totalmente incompreensivel do ponto de vista ondulatério pois nesse modelo, a onda
incidente, com frequéncia f provoca uma oscilacdo nos elétrons do alvo com a mesma
frequéncia f. Logo esses eléctron oscilantes emitem ondas na mesma frequéncia f sem
mudancas!!! (Nos vimos este fenomeno quando corrigimos a Lei de Coulomb, ou seja,

como os elétrons acelerados emitem ondas). g T e

Detector

Intensidade
Intensidade
‘:.%a—f‘

J"A)L

Raios X 70 75 70 75
inCidﬁn Les A" Comprimento de onda (pm) Comprimento de onda (pm)
= - Raios X
|| ’_ b | o espalhados
L o) ©
Fendas e C
colimadoras
70 75 70 75
O Seg u ndO com p ” mentO de on da. Obse rvadO Comprimento de onda (pm) Comprimento de onda (pm)
foi explicado por Compton propondo que o hf h
foton teria um momento p = = (momento do féton)

C A

Vejamos como ...



Os Fotons Possuem Momento .

O raio X pode passar pelo Nenhuma energia
elétron sem ser afetado; o e transferida para
Um raio X se aproxima ¥ angulo de espalhamento y o elétron.
de um elétron. e¢=0.
Raio X . Elétron Raio X
A E_‘.}eu‘on X A A .
A v=1 A
2]
O angulo de A energia transferida
espalhamento para o elétron tem O raio X pode ser A energia transferida
pode ter um valor y um valor intermediario. retroespalhado; o para o elétron tem o
intermediario ¢. ' angulo de N valor maximo.

espalhamento

Raio X - -
peast 69 =180°
L |[?

x Raio X Elétron
A —> X

]
v'g -
Y{l éiron A v
(e) 7

(d)

(a) Um raio X incide em um elétron estacionario.
(b) pode passar sem que haja transferéncia de energia e momento (néo interagiu)

(c) pode ser espalhado em uma direcdo intermediaria com uma transferéncia
intermediaria de energia e momento

(d) pode se propagar no sentido oposto (retroespalhado), neste caso a transferéncia
de energia e momento € a maior possivel



Os Fotons Possuem Momento

O raio X pode passar pelo Nenhuma energia
elétron sem ser afetado; o e transferida para
Um raio X se aproxima y angulo de espalhamento y o elétron.
de um elétron. eg=0.
Raio X . Elétron Raio X
A E_‘.'leLmn « A .
A V=0 i
(a) 2]
O angulo de A energia transferida O raio X pode ser A energia transferida
espalhamento para o elétron tem retroespalhado; o para o elétron tem o
pode ter um valor y um valor intermediario. angulo de \ valor maximo.
intermediario ¢. ' espalhamento '
Raio X o~ e ¢ =180°,
PM Raio X Elétron
S X -~ ~—> X
v B A v
Yilél_mn
(¢€) — ()

v _
Compton sugeriu interpretar o fenbmeno como uma colisdo entre o foton (de
Einstein) com momento h/A e o eléetron com momento mv. Utilizando o principio
da conservacdo da energia (colisdo elastica, sem deformacdes evidentemente) e
para o caso relativistico temos:

Eincidente = Eespalhado T KreI (do elétron ejetado)



Os Fotons Possuem Momento

Eincidente = Eespalhado T KreI (do elétron ejetado)

A energia cinética relativistica do elétron K, sai de:

F= dp _d _mo¥ _, Quando F e v sdo ao longo
dt  dt , (v)z de uma mesma linha
C

Um paréntesis: por esta equacao acima, uma forca constante ndo produz uma
aceleracdo constante (como estamos acostumados da mecéanica classica) vejam,

deixando em evidéncia a aceleracdo temos:

N|Ww

velocidade c? por isso e limite!!!

A medida que v — ¢ a aceleracdo produzida pela mesma
F 12 forca diminui! Sem importar qual o valor da forca aplicada
a= m_o 1- 2 a aceleracdo tende a zero para v — c...como ultrapassar a



Os Fotons Possuem Momento

Lembrando o Principio Trabalho-Energia, segundo o qual:

X X
W=K :J * Fdy :j L Me@ Vamos transformar numa
x 5 integral em v (e ndo em x)

d —dvd = dvdxd —dx dvd =vd substituimos as variaveis
Y T e T TV

Calculamos esta integral...



Os Fotons Possuem Momento

Calculamos esta integral...

myc? 1
K = 0 —m0C2 Krelznlc2 —1 =mC2(V_1)
v

1- (%) -8

C

Lembrando nosso problema original que era explicar o efeito Compton que € 0
aparecimento do segundo comprimento de onda no espalhamento em diferentes

angulos...

Desta forma a Lei da Conservacéo da Energia exige que:

h
=7 +ymc (y —1)  conservagio da energia

> S

hf = hf +mc? -1

Krer =mc? (y—1)

em gque hf € a energia do féton incidente, hf ’ € a energia do foton espalhado, e o Gltimo termo é a energia
cinética relativistica do elétron apos a interacdo. Como, apos a interacéo, o elétron pode estar se movendo
com uma velocidade proxima da velocidade da luz, utilizamos as expressoes relativisticas.



Os Fotons Possuem Momento

Vejamos agora a Lei da conservagao do momento linear

Se o foton tem momento h/A (vetor!), como proposto por Compton, entdo numa coliséo elastica
teriamos que deveriam se cumprir duas equacdes (em 2D) devido a Lei da Conservacdo do Momento

Linear:
h h _ Raio X o~
— = —=cos¢ + ymv cosH eixo x ) t
A A e
: X
h NG
0= Isenqﬁ + ymv senb eixoy f}a‘ﬁlmﬂ
v

A partir das equacdes acima elimine v e & (relacionadas ao recuo do elétron) e obtenha a dependéncia
do comprimento de onda do féton com o angulo ¢...

h
- AN =——( — cos ¢) (deslocamento de Compton)
mc

Nesta expressdo, a grandeza h/mc é um comprimento de onda, chamado Compton que tem valor 2,43
1012 m

A medida experimental apresenta uma concordancia total com estas equagoes....



Os Fotons Possuem Momento
Comparacao experimental (pontos) com a teoria (linha)

¢ =(° ¢ = 450

v o

© o

< <

= 4

s o

= -

(3} 3} o

g = .

— = L]

= AL
170 75 70 75
Comprimento de onda (pm) Comprimento de onda (pm)

) )

< ©

< <

= =

v s

= =

S 3

70 75 0B

Comprimento de onda (pm) Comprimento de onda (pm)



Resolver: Espalhamento de Compton de Raios X por Elétrons

Um feixe de raios X de comprimento de onda A = 22 pm (energia dos fétons — 56 keV) é
espalhado por um alvo de carbono e o feixe espalhado é detectado a 85° respeito do feixe
incidente. (a) Qual é o deslocamento de Compton do feixe espalhado?

B 6,63-10734].s
©9,11-1031kg-3-108 m/s

h
A =—(1—cosp) AL (1 —cos85°) =2,21-10"2m
mc

(b) Que porcentagem da energia dos fotons incidentes € transferida para os elétrons
espalhados a 85°?

perda de energia E —E
porcentagem = ———— =
energia inicial E

. c_c
hf—-hf 177 A—A_ A

0fy = =
/o hf A A+ A2

> a

2,21 pm A perda de energia depende de A
=2 pmt2z2ipm Y091 =91%  (diferentemente  do deslocamento
Compton que ndo depende de A)...quanto

menor for A maior a perda de energia

%




Comportamento quantico

Vamos analisar agora um fenémeno que é absolutamente impossivel de ser explicado por
gualquer meio classico e que é o ponto central da mecanica quantica.

Nos ndo podemos explicar este mistério no sentido de explicar o mecanismo pelo qual ele
acontece. SO podemos descrever ele e assim constatar as peculiaridades fundamentais da
mecanica quantica.

Vamos ver a experiéncia de interferéncia com bolas de gude numa fenda dupla.




Comportamento quantico




Comportamento quantico
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Comportamento quantico

Quantwm Mechanies




Dualidade onda-particula da luz

A probabilidade (por unidade de tempo) de que um foéton seja detectado em um
pequeno volume com o centro em um dado ponto de uma onda luminosa e
proporcional ao quadrado da amplitude do campo elétrico associado a onda no

mesmo ponto.

A descricdo probabilistica de uma onda
luminosa e outra forma de encarar a luz. De
acordo com essa nova interpretacdo, a luz
pode ser vista ndo sO como uma onda
eletromagnética, mas também como uma onda
de probabilidade. Em outras palavras, a cada
ponto de uma onda luminosa é possivel atribuir
uma probabilidade numérica (por unidade de
tempo) de que um féton seja detectado em um
pequeno volume com o centro nesse ponto.

Franjas de
interferéncia

Luz
incidente tD
’ )

B C

Um pequeno detector de fétons D
colocado em um ponto da tela C produz
um estalido cada vez que absorve um
foton (O padrdo de interferéncia nao é
alterado pelo detector).



Dualidade onda-particula da luz

Considere novamente o experimento de dupla fenda.

Como uma figura de interferéncia aparece na tela, podemos especular que
cada foéton viaja da fonte ate a tela como uma onda que ocupa todo o espaco
entre a fonte e a tela....

...e desaparece quando o foton é absorvido em um ponto qualquer da tela,
transferindo toda a sua energia e momento para esse ponto da tela.

E impossivel prever onde ocorrera a absor¢do (onde sera detectado o féton) para
um certo féton emitido pela fonte,....

...mas é possivel calcular a probabilidade de que a deteccdo ocorra em um
determinado ponto da tela.

Como as deteccdes sao mais provaveis nas franjas claras que aparecem na tela e
menos provaveis nas franjas escuras, podemos interpretar que a onda que se
propaga da fonte até a tela € uma onda de probabilidade, que produz na tela
uma figura formada por franjas de probabilidade.

A analise de diferentes experimentos de dupla fenda levam a necessidade de
concluir que: (1) a luz e gerada na forma de fétons; (2) que a luz é detectada na
forma de foétons; (3) que a luz se propaga na forma de uma onda de
probabilidade.



Ondas de matéria

O fisico francés Luis de Broglie teve a ideia de aplicar aos elétrons a relacéo p = h/A, que
ate entdo era usada apenas para fotons.

Raios X

h

A=— (comprimento de onda de de Broglie)

Para verificar se de fato alguma coisa € uma onda o que
se faz € medir seu comprimento de onda numa
experiéncia eminentemente ondulatorial!!, por exemplo
interferéncia ou difracdo, como ja vimos no exemplo de
eléetrons numa fenda dupla! (abaixo outro exemplo no
caso de difracao numa fenda circular)

Elétrons
Anel
.. de
Feixe incidente o x
: . ) _ difracao
(raios X ou elétrons)
Alvo
(cristais de
aluminio)
Filme
fotografico




Exemplo: Comprimento de Onda de de Broglie de um Elétron

Qual e o comprimento de onda de de Broglie de um elétron com uma energia cinética de
120 eV?

Podemos determinar o comprimento de onda de de Broglie A do elétron usando a Eq. p =
h/) se calcularmos primeiro 0 momento p do elétron.

Podemos calcular p a partir da energia cinética K do elétron.

Como a energia cinética € muito menor que a energia de repouso do elétron (511.000 eV, de
acordo com E=mc?), podemos usar as aproximacdes classicas para o momento p (ou
seja, p= mv) e para a energia cinética K (K= mv?/2).

Para usar a relacdo de de Broglie, explicitamos v na equacao da energia cinética e
substituimos v pelo seu valor na equacdo do momento, obtendo

kg m
p =V2mK = jz .9,11 10-31kg - 120eV - 1,6 - 10—19e]_V — 591 102 _gS
h 66310734 s 1
A=—= o =1,1210""m = 112 pm
P 591102429

Este comprimento de onda é do tamanho de um atomo. Quanto mais energia
menor o comprimento de onda.



Exemplo: Interferéncia entre bolas de beisebol

E possivel ter interferéncia quando arremessamos uma bola de beisebol de 150 g a 30 m/s?

A gquestao é: os objetos macroscopicos podem interferir?

Segundo de Broglie sim!

Mas para ver o carater ondulatério precisamos de um obstaculo da ordem do seu
comprimento de onda...qual o comprimento de onda desta bola?

h 6,631073%s 6,631073%] s _
A=—= = = 1,26 1073%m
p mv 0,150 kg 35m/s

O tamanho de um atomo (com sua nuvem de elétrons) é da ordem de 101°m

O tamanho do nlcleo de um atomo é da ordem de 101°*m

Por isso ndo como perceber o comportamento ondulatorio dos objetos
macroscopicos...pela equacdo acima teriam que ter muita massa ou muita
velocidade e ainda estar concentrados num espaco muito pequeno.

Vamos agora ver a que se refere essa onda associada a um objeto...a pergunta
é onda de que?

Em 1801 quando Young mediou o comprimento de onda dos raios que vinham do
sol n&do tinha a menor ideia da natureza dessas ondas, até que Maxwell (50 anos
depois) identificou essas ondas como sendo E/M. Portanto podemos sim! medir
comprimentos de onda e nao saber do que se trata...como é nOSsSO caso
agora...por enquanto...



A equacdao de Schrddinger

No caso das ondas E/M sabemos que o que “ondula” é o campo elétrico e 0 magnético,
mas no caso das “ondas de matéria” de um elétron ou préton o que estaria “ondulando”?

De aqui em diante vamos chamar “funcao de " '2\12 f';,
onda” a essa (grandeza que “ondula” no P A g
espaco e no tempo (como € sempre com as
ondas!). Vamos identificar esta grandeza com g
a letra ¥. Mesmo sem saber (por enquanto) o f< — 2 %L- e
que ¥ é de fato, vamos atribuir a ela a
analogia seguinte:

3 % b
Ela € para uma particula de matéria o mesmo
gue é a onda é para um foton.

4 2L 4o
Como sabemos da disciplina de oscilacdes e £ Wb
ondas, as ondas podem ser confinadas em
cordas fixas nos seus extremos (por % % 5.2

exemplo) e a condicdo para sua existéncia ‘ ,
. , . ) . L Quinto harmodnico
(ondas estacionarias) era: A = 2L/n com L

_ A
n=123..... Portanto como a densidade de energia € u =

Y5 g, E?...teremos que ha mais fétons no
centro do que nas laterais...e portanto a
probabilidade de encontrar um féton €
proporcional a E2...maior no centro...

I

O mesmo se aplica a fotons (e suas ondas)
confinados, por exemplo entre dois espelhos
para n=1 teremos uma distribuicdo do campo
eletrico semelhante ao da amplitude do
deslocamento para a corda E se temos um so féton?



A equacdao de Schrddinger

Essa pergunta leva a conclusdao de que a amplitude da onda a ela atrelada da a
probabilidade de encontrar a particula nessa posicao.

Um fato importante aqui € que: ao aceitar esta descri¢cédo, a posicao do féton € uma questao
estatistica...esta questao estad nas raizes da mecanica quantica...é uma propriedade de
todas as particulas da natureza

Evidentemente que toda esta discussdo se estende as ondas de matéria, a sua funcao de
onda Y.

Elétrons sdo confinados em atomos, nos seus orbitais, que sdo exatamente o0s locais que
permitem a existéncia de uma particula estacionaria (que nao desapareca por
interferéncia!) Por isso os atomos tem niveis de energia discretos!

Como a funcdo de onda da a probabilidade de encontrar a particula numa determinado
lugar teremos que:

21
w2(0)do =1
0

A funcdo de onda ¥ é funcdo do espaco e do tempo portanto € W(x,y,z,t)... e sua
dependéncia espacial e temporal pode ser separada da seguinte forma:

—iwt

Y(x,y,zt)=vy(xyz)e

onde ® é a frequéncia angular da onda de matéria



A equacao de Schrodinger

Assim se uma onda de matéria chega num detector de particulas a probabilidade de que
a particula seja detectada num determinado intervalo de tempo é proporcional ao modulo
da dependéncia espacial ao quadrado, na posicéao do detector: |l/)|2

Por isso a grandeza |y [2 é chamada de densidade de probabilidade que é a probabilidade
por unidade de tempo de que uma particula seja encontrada num pequeno volume com
centro em um dado ponto (exatamente no ponto onde foi calculado o valor de | [?)

As ondas de matéria sao descritas pela equacao de Schrddinger.

Suponha que uma particula esteja se propagando na direcdo x (unidimensional) numa
regido na qual a energia potencial (associada as forcas que agem sobre a particula) seja
dada por uma funcao U(x). Neste caso especial, a equacdo de Schrédinger pode ser escrita

na forma:
d?y N 8m?m F — UG
dxz hz (x) l/) -
d?y  8m?m[mv? d*) 2
Se U(x)=0 (particula livre) : T2 + [ ] = Tz (27t h) Y=0

Introduzindo o conceito de comprimento de onda de de Broglie e a definicdo de numero de

onda k teremos que esta equacéao se transforma em:
d2

dx?
Vamos aplicar esta equacao a uma particula livre que se desloca no sentido positivo de x

4 kzl/) =0 l/) — Aeikx 4+ Be—ikx



A equacdao de Schrddinger
l/) — Aeikx _|_Be—ikx

De??idade de . Como se move para a direita fazemos B=0
probabilidade, [ (x)] e chamamos & constante A de y,

Y = et

0 Calculamos a densidade de probabilidade...

12 = |oe™*|* = i etkx|”

O resultado é: lY|? = Y3 Que é uma constante!, o que quer dizer?

Que a probabilidade de encontrar esta particula livre em qualquer lugar do universo é a
mesma (ao longo de toda sua trajetoria).



Principio de Indeterminacao de Heisenberg

De acordo com o Principio de Indeterminacédo de Heisenberg, ndo é possivel
medir simultaneamente a posicdo e 0 momento de uma particula com precisao
Ilimitada.

Nas equacOes abaixo, Ax e Ap, representam as indeterminag0es nas medidas
das componentes X de r e p; as interpretacOes das outras duas equacoes sao
analogas. Mesmo com os melhores instrumentos de medida que a tecnologia e
capaz de fornecer, o produto da iIndeterminacdo da posicao pela
Indeterminacdo do momento de uma particula qualguer jamais sera menor
que h.

AzAP, = h

AxAP, = h

2

AyAP, = h
AEAt = h



Exemplo: O Principio de Incerteza — Posicdo e Momento

Um elétron esta se movendo ao longo do eixo x com uma velocidade de 2,05 X
10% m/s, medida com uma precisdo de 0,50%. Qual e a menor indeterminacéao (de
acordo com o principio da indeterminacao da teoria quantica) com a qual pode ser
medida simultaneamente a posicao do elétron no eixo x?

A menor incerteza permitida pela teoria quantica é dada pelo principio de
indeterminacao de Heisenberg.

Como a particula esta se movendo ao longo do eixo X, precisamos considerar
apenas as componentes do momento e da posicdo em relacao a esse eixo.

Como estamos interessados na menor indeterminacdo possivel, substituimos o
sinal de desigualdade pelo sinal de igualdade e escrevemos Ax * Ap, = h.

Para calcular a indeterminacdo Ap, do momento, precisamos determinar a
componente do momento ao longo do eixo x, que é p, .

Como a velocidade v do elétron € muito menor que a velocidade da luz, podemos
calcular p, usando a expressao classica para 0 momento em vez da expresséao
relativistica. O resultado e o seguinte:

p, =mv, = (9,11 x 10 3! kg)(2,05x 10°m/s) = 1,87 X 10 -4 kg m/s.



Exemplo: O Principio de Incerteza — Posicdo e Momento

De acordo com o enunciado, a indeterminacdo na velocidade é 0,50% da
velocidade medida. Como p, é diretamente proporcional a velocidade, a
indeterminagao Ap, do momento e igual a 0,50% do valor do momento:

Ap, = (0,0050) p, = (0,0050) (1,87 X 10 -2 kg m/s) = 9,35 x 10?7 kg m/s.
Assim, de acordo com o principio da indeterminacao,

h 6,63 1034 Js/2n

— ~1,13108 m ~ 11
Ap. 9,35 x 102 kg m/s meE L

Ax =

O que corresponde a cerca de 100 diametros atdmicos.

Dada a precisao com a qual a velocidade do elétron foi medida, nédo faz sentido
tentar medir a posicdo do elétron com uma precisdo maior gue esse valor.



Efeito Tunel
U,

Analogia do treno

Quando o trendé comeca a subir a colina, parte da energia cinética K se transforma em
energia potencial gravitacional U.

Quando o treno chega ao alto da colina, a energia potencial é U,.

Isso significa que o trend sO conseguira chegar ao outro lado da colina se a energia
mecanica inicial for maior que U,..

Se E < U,, o treno para de subir antes de chegar ao alto da colina. Dizemos que a colina se
comporta como uma barreira de energia potencial ou, simplesmente, como uma barreira de
potencial.



Efeito Tunel

A figura ao lado mostra uma barreira de potencial

para um elétron néo relativistico que se move no Sera que o elétron pode
interior de um fio ideal, de espessura desprezivel. passar pela regiao de

O elétron, cuja energia mecanica é E, se aproxima potencial negativo?

de uma regiao (a barreira) na qual o potencial

elétrico V, € negativo. Como o elétron possui carga V=10 V,<0 V=0
negativa, o0 elétron tem uma energia potencial L . . . —x

positiva U, (= qV,) nessa regiao (Figura abaixo).

Se E > U,, esperamos que o elétron consiga passar L
pela regido da barreira, caso contrario seria repelido. x=0 x=L
Classicamente, o elétron A linha tracejada representa a energia
nao tem energia suficiente  mecanica E do elétron, que € a mesma
para ultrapassar a barreira.  para qualquer valor de x < (. A linha
Energia Cl’lE:lf-:i representa a energia pGEenc1al
elétrica U do elétron em fungédo de
U x, supondo que o elétron pode estar
— 2
: em qualquer ponto do eixo x. A parte
— — —E‘—.—-— ——————————— . .
Elétron diferente de zero da linha que representa

a energia potencial (barreira de
potencial) tem altura U, e largura L.

0 L



Efeito Tunel

Quando E < U,, algo surpreendente acontece com o elétron.

Como o elétron € uma onda de mateéria, existe uma probabilidade finita de que
atravesse a barreira e apareca do outro lado, movendo-se para a direita com
energia E, como se nada tivesse acontecido na regiao onde 0 < x < L.

E o chamado efeito tunel.

A funcdo de onda ¥(x) que descreve o

movimento do elétron, pode ser obtida

Densidade de resolvendo separadamente a equacao de
probabilidade, [y(x)] Schroedinger em trés regides:

(1) a esquerda da barreira

(2) no interior da barreira

i X
0 L (3) a direita da barreira.

Grafico da densidade de Ag constantes que aparecem nas solucdes
probabilidade da onda de materia  gevem ser escolhidas de tal forma que a
associada ao eletron na situacdo  fyncdo ¥(x) e sua derivada primeira em
do slide anterior.; A densidade de  rg|acdo a x sejam continuasem x=0e x = L.
probabilidade é diferente de zero

a direita da barreira de potencial A densidade de probabilidade pode ser

obtida calculando o quadrado do valor
absoluto de ¥(x)



Efeito Tunel

Densidade de
probabilidade, |w(x)[?

] x
0 L

Gréfico da densidade de probabilidade da onda de
matéria associada ao elétron na situacdo do slide
anterior.; A densidade de probabilidade é diferente

de zero a direita da barreira de potencial

O coeficiente de transmissao é
dado aproximadamente por

na qual

87T2m(Ub — E)
b= 2

o No interior da barreira, a densidade de
probabilidade diminui exponencialmente
com X.

o A direita da barreira, a densidade de
probabilidade tem um valor pequeno,
que permanece constante para qualquer
valorde x > L.

0 O coeficiente de transmissao T de

uma barreira de potencial € definido
como a fracdo de elétrons que
conseguem atravessa-la.



Efeito Tunel
Exercicio

Um elétron, como o do caso anterior, com energia E de 5,1 eV incide em uma
barreira de potencial elétrico de altura U, = 6,8 eV e largura 750 pm.

(a) Qual a probabilidade aproximada de que o elétron atravesse a barreira?

O coeficiente de transmissao €
dado aproximadamente por

Calculos O numerador da fracdo é

(872)(9,11 X 103 ke)(6.8 eV — 5,1 eV)

T —_ e-2bL
X (1,60 X 10719 J/eV) = 1,956 X 10~ J - kg,
8w2m(U, — E) 1056 X 10 7T kg
= Assim, b = == = 6,67 X 10°m"".
b \/ n? S (663 X 10 *T-s)2 .

A grandeza (adimensional) 2bL €, portanto,

2bL = (2)(6,67 X 10°m~")(750 X 102 m) = 10,0

O coeficiente T de transmissao sera:



Efeito Tunel
T=e 2l =100 =45x10"°, (Resposta)

Assim, para cada milhdo de elétrons que incidem na bar-
reira, 45, em média, conseguem atravessd-la, aparecendo
do outro lado da barreira com a energia inicialde 5,1 eV.
(A transmissao através da barreira nao altera a energia
dos elétrons.)

(b) Qual é a probabilidade aproximada de que um pro-
ton com a mesma energia de 5,1 eV consiga atravessar a

barreira?
Raciocinio O coeficiente de transmissdo 7T (e, portanto,

a probabilidade de transmissdo) depende da massa da

particula. Na verdade, como a massa m € um dos fato-
res do expoente de e na equacdo de 7, a probabilidade de
transmissdo € muito sensivel a massa da particula. Desta
vez, a massa é a massa de um préton (1,67 X 107* kg),
que € muito maior que a massa do elétron do item (a).
Refazendo os cdlculos do item (a) com a massa do elé-

tron substituida pela massa do préton, encontramos
T = 107'%, Embora este valor ndo seja exatamente zero, é
tdo pequeno que podemos considerd-lo nulo para todos os
efeitos praticos. No caso de particulas com massa maior
que a do préton ¢ a mesma energia de 5,1 eV, a probabi-
lidade de transmissdo € ainda menor.



