I Conjunto de problemas 5.1

1. Encontre os autovalores e os autovetores da matriz 4 = [,' ‘4'] Verifique que o trago ¢
igual @ soma dos autovalores e o determinante ¢ igual ao seu produto.

2. Com a mesma matriz A, resolva a equacdo diferencial du/dt = Au, u(0) = [2] Quais sdo as
duas solugdes exponenciais puras?

3. Se mudarmos para A — 7/, quais serdo os autovalores e 0s autovetores e como eles estdo
relacionados aos de 4?

B=A-171=

-6 -1
2 -3
4. Dé um exemplo para demonstrar que os autovalores podem ser alterados quando um mul-

tiplo de uma linha ¢ subtraido de outra. Por que um autovalor nulo ndo ¢ alterado pelas
etapas de eliminagao?

5. Resolva du/dt = Pu, quando P ¢ uma projegdo:

du _
dt

u com u(O):[iJ.

(IR I E
o= |-

Parte de u(0) aumenta exponencialmente, enquanto a parte do espago nulo permanece fixa.

6. Mostre que o determinante € igual ao produto dos autovalores, imaginando que o polin6-
mio caracteristico seja fatorado em

det(A—-M)=(A = N(A=A)--- (A, = A), (16)
e fazendo uma escolha conveniente de \.

7. Encontre os autovalores e os autovetores de:

3 4 2 0 0 2
A=]0 1 2 e B={0 2 0].
00 0 2 00

Verifique que A, + A, + A, ¢ igual ao trago ¢ A\ A\, A, € igual ao determinante.
8. Suponha que A seja um autovalor de 4 ¢ x seja seu autovetor: Ax = Ax.
(a) Mostre que esse mesmo x ¢ um autovetor de B = A4 — 7/ e encontre o autovalor. Isto

deve confirmar o problema 3.
(b) Considerando A = 0, mostre que x também é um autovetor de A" — e encontre o autovalor.

9. Os autovalores de A sio iguais aos autovalores de A". Isto se deve a det (4 — \/) ser igual
a det(A4' — \). Isso é verdadeiro porque . Mostre, por meio de um exemplo, que
os autovetores de 4 e 4! ndo sdo iguais.

10. Mostre que o traco ¢ igual a soma dos autovalores em duas etapas. Primeiro, encontre o coe-
ficiente de (=\)"~! do lado direito da equagdo (16). Em seguida, encontre todos os termos de

ay,=A a, - a,

2 a,, — A a,

det (A—Al)=det| “n 2 2s
anl anl ann =&

que envolvam (=\)"~'. Todos eles aparecem na diagonal principal! Encontre aquele coefi-
ciente de (-\)" ' e faga uma comparagéo.



11. (a) Construa matrizes 2 por 2 de modo que os autovalores de AB ndo sejam os produtos

dos autovalores de 4 ¢ B, ¢ os autovalores de 4 + B ndo sejam a soma dos autovalo-
res individuais.

(b) Verifique, no entanto, que a soma dos autovalores de 4 + B ¢ igual a soma de todos os

autovalores individuais de 4 e B, assim como seus produtos. Por que isto ¢ verdadeiro?

12. Se B possui autovalores 1, 2, 3, C possui autovalores 4, 5, 6 e D possui autovalores 7, 8, 9,

B Clo

quais sdo os autovalores da matriz 6 por 6 4 = [0 L

13. Escolha a terceira linha da “matriz companheira™

010
A=[0 0 1

de modo que seu polindmio caracteristico |4 — /| seja—A\* + 4\? + 5\ + 6.

14. Quais sdo o posto e os autovalores quando A4 e C' do problema anterior sdo n por n? Lembre-se

de que o autovalor A = 0 ¢ repetido n — r vezes.

15. Encontre os autovalores ¢ 0s autovetores de:

a b

4= b a

A=

3 4
4 -3

16. Encontre o posto e todos o0s quatro autovalores da matriz de um e da matriz quadriculada:

17.

18.
19.

20.

21.

B T
o s
‘4‘1111
T |

Quais autovetores correspondem aos autovalores ndo nulos?
As poténcias de A* dessa matriz A tendem a um limite quando k£ — ~:

08 03

4=102 07

2=

0,70 0,45]

4~ |06 06
0,30 0,55 N '

04 04

A matriz A estd na metade do caminho entre 4 e A™. Explique por que 4> = 1 (4 + A™) a
partir dos autovalores e dos autovetores dessas trés matrizes.

Se A4 é a matriz 4 por 4 de nimeros 1, encontre os autovalores e o determinante de A4 — /.
Encontre os autovalores e os autovetores das seguintes matrizes:

1 4
2 :3

2 4
A= A+1—2 4

A + I possui 0s autovetores de 4. Seus autovalores sdo de 1.

Suponha que A4 possua autovalores 0, 3, 5 com autovetores independentes u, v, w.
(a) Fornega uma base para o espaco nulo e uma base para o espago-coluna.
(b) Encontre uma solucdo particular para Ax = v + w. Encontre todas as solugdes.

(¢) Mostre que Ax = u ndo possui solu¢do (se possuisse uma solugdo, entdo esta-
ria no espago-coluna).

(a) Se vocé sabe que x € um autovetor, 0 modo de encontrar \ €
(b) Se vocé sabe que A ¢ um autovalor, 0 modo de encontrar x é



22.

23.

24.

26.

27.

28.

29.

Calcule os autovalores e os autovetores de 4 e 4":

0 2

-3/4 1/2
1=(9 2 |

172 0

=

A! possui 0s
possui autovalores

autovetores de 4. Quando 4 possui autovalores A e A,, sua inversa

A partir do vetor unitério u = (1,13 2 construa a matriz de projegio de posto 1 P = uu".

(a) Mostre que Pu = u. Entdo, u ¢ um autovetor com A = 1.
(b) Se v é perpendicular a u, mostre que Py = vetor nulo. Entdo, A = 0.
(c) Encontre trés autovetores independentes de P, todos com autovalor A = 0.

Toda matriz de permutacdo deixa x = (1, 1, ..., 1) inalterado. Entdo, A = 1. Encontre mais
dois As para as seguintes permutagoes:

0 0
| e P=|0
0 ]

o -
Q= O
O M

0
P=|0
|

. Calcule os autovalores e os autovetores de 4 e 4%

-1 3
2 0

de 4. Quando 4 possui autovalores A, e A,, A* possui auto-

A= c A2=

-2 6]

> 4

A? possui 0s mesmos
valores

Se A possui A, =4 ¢ \, =5, entdo det (4 — N\ ) = (A—4) (A= 5) = A= 9\ + 20. Encontre
trés matrizes que tenham traco a + d = 9, determinante 20 e A =4, 5.

O que vocé deve fazer com Ax = Ax para provar (a), (b) e (c)?
(a) A’ éum autovalor de A%, como no problema 25.

(b) A'é um autovalor de 4 ', como no problema 22.

(c) A+ 1¢um autovalor de 4 + 7, como no problema 19.

Resolva det (Q — A7) = 0 por meio da formula quadratica para obter A = cos # =i sen 6:

cos! —sené

rotaciona o plano r um angulo 6.
senf/ cosf P e g

0=

Encontre os autovetores de Q, resolvendo (Q — M )x = 0. Utilize i* = 1.

Sabe-se que uma matriz B 3 por 3 possui autovalores 0, 1, 2. Esta informagéo ¢ suficiente
para encontrar trés dos seguintes itens:

(a) o posto de B,

(b) o determinante de B'B,

(c) os autovalores de B'B, e
(d) os autovalores de (B + /).



30.

31.

32.

33.

34.

36.

37.

38.

39.

40.

Esta matriz € singular com posto 1. Encontre trés valores de A e trés autovetores:

Ha seis matnizes de permutagdo P 3 por 3. Quais numeros podem ser os determinantes
de P? Quais nimeros podem ser os pivas? Quais nameros podem ser o trago de P? Quais
quatro numeros podem ser autovalores de P?

Quando P troca as linhas 1 ¢ 2 ¢ as colunas 1 ¢ 2, os autovalores ndo se alteram. Encontre
autovetores de 4 e PAP para A = |1:

i 21 6 3 3
A=|3 6 3| e P4P=|2 1 1|.
4 8 4 8 4 4

. Escolha a segunda linha de 4 = l? '] de modo que 4 possua autovalores 4 ¢ 7.

Encontre trés matrizes 2 por 2 que tenham A, = A, = 0. O trago ¢ o determinante sdo nulos.
A matriz A pode ndo ser 0, mas verifique se 4> = 0.

Desafio: existe uma matriz real 2 por 2 (diferente de 1) com A’ = 1? Seus autovalores
devem satisfazer \* = 1. Eles podem ser &™° ¢ ¢2™3. Em que trago e determinante isto
resultaria? Construa 4.

Suponha que A4 e B possuam os mesmos autovalores A, ..., A, com 0s mesmos autove-
tores independentes x,, ..., x,. Entdo A = B. Motivo: qualquer vetor x ¢ uma combinagdo
cx, + -+ +¢.x . Qual € Ax? Qual ¢é Bx?

Quando a + b = ¢ + d, mostre que (1, 1) € um autovetor e encontre ambos 0s autovalores:

a b

Azcd

Construa qualquer matriz de Markov M 3 por 3: os elementos positivos ao longo de cada
coluna somam 1. Se e = (1, 1, 1), verifique que M'e = e. Pelo problema 9, A = | também
¢ um autovalor de M. Desafio: uma matriz de Markov singular 3 por 3 com trago % possul
autovalores \ =




