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Entre os vetores v, v,, v, € v,, quais pares sdo ortogonais?

4 1 1

0 -1 1

s uy =14 b 113=_], u4=l.
0 -1 1

Encontre: um vetor x ortogonal para o espago-linha de 4, um vetor y ortogonal para o
espago-coluna e um vetor z ortogonal para o espago nulo:

1 2 1
A=|2 4 3|
3 6 4

Encontre em R* todos os vetores que sdo ortogonais a (1, 1, 1) e (1, =1, 0). Produza uma
base ortonormal a partir desses vetores (vetores unitarios simultaneamente ortogonais).

Duas retas em um plano sdo perpendiculares quando o produto de seus coeficientes angu-
lares € ~1. Aplique isto aos vetores x = (x,, x,) € y = (y,, ,), cujos coeficientes angulares
sdo x,/x, e y,/y,, para obter novamente a condigdo de ortogonalidade x'y = 0.

Dé um exemplo, em R?, de vetores linearmente independentes que ndo sdo ortogonais.
Fornega também um exemplo de vetores ortogonais que ndo sdo independentes.

Como podemos saber que a i-ésima linha de uma matriz B invertivel ¢ ortogonal a j-ésima
coluna de B!, se i = j?

Encontre os modulos ¢ o produto escalarde x = (1,4,0,2)ey = (2,-2, 1, 3).

Por que estas afirmagées sao falsas?
(a) Se V ¢ ortogonal a W, entdo V* ¢ ortogonal a W+,
(b) V ortogonal a W e W ortogonal a Z faz V ser ortogonal a Z.

. Encontre uma base para o complemento ortogonal do espag¢o-linha de 4:

|

2S5 lwm &b

Decomponha x = (3, 3, 3) em um componente de espago-linha x_ e um componente de
espago nulo x,.

Seja P o plano em R? com a equagdo x + 2y — = = 0. Encontre um vetor perpendicular a
P. Qual matriz possui o plano P como seu espago nulo? Qual matriz possui P como seu
espago-linha?

Encontre todos os vetores que sdo perpendiculares a (1,4, 4,1)e (2,9, 8, 2).
Demonstre que x — y € ortogonal a x + y se, e somente se, ||x|| = ||y

Seja S o subespago de R* contendo todos os vetores com x, + x, + x, + x, = 0. Encontre
a base para o espago S+ que contenha todos os vetores ortogonais a S.

Encontre o complemento ortogonal do plano gerado pelos vetores (1, 1, 2) e (I, 2, 3),
considerando que estes sdo as linhas de A e resolvendo Ax = 0. Lembre-se de que o com-
plemento é uma reta completa.
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. (a) Se Ax = b possui uma solug¢do e A"y = 0, entdo y ¢ perpendicular a

Seja S um subespago de R". Explique o que significa (S*)* = S e por que esta sentenga é
verdadeira.

lustre a agdo de A' com uma figura que corresponda a Figura 3.4 retornando C(A4) ao
espago-linha e o espago nulo a esquerda a zero.

Sendo S = {0} o subespago de R* contendo apenas o vetor nulo, o que ¢ S*? Sendo S ge-
rado por (0, 0,0, 1), o que € S*? O que é (S*+)*?

Se V e W sdo subespacos ortogonais, demonstre que o tnico vetor comum entre eles € o
vetor nulo: VW = {0}.

O teorema fundamental geralmente ¢ descrito como alternativa de Fredholm: para qual-
quer A4 e b, um, ¢ somente um, dos seguintes sistemas tem uma solugdo:

(1) Ax = b.

(i) ATy =0,y"b=0.

Pode tanto b estar em um espago-coluna C(A4) quanto haver um y em N(A") tal que y'b = 0.
Demonstre que ¢ contraditorio que ambas as expressdes (1) e (i1) tenham solugdes.

Sendo V o complemento ortogonal de W em R”, existe alguma matriz com espago-linha V
e espaco nulo W? Construa tal matriz, iniciando com uma base de V.

Encontre uma matriz cujo espaco-linha contenha (1, 2, 1) e cujo espaco nulo contenha
(1,-2, 1), ou prove que ndo € possivel existir tal matriz.

Crie uma equa¢do homogénea com trés incognitas, cujas solugdes serdo as combinagdes
lineares dos vetores (1, 1, 2) e (1, 2, 3). O proposto aqui ¢ o inverso do exercicio anterior,
mas, na verdade, os dois problemas sdo iguais.

Se AB = 0, entdo as colunas de B estdo a de A. As linhas de A estdo a de
B. Por que 4 ¢ B ndo podem ser matrizes 3 por 3 de posto 2?

Considere a Figura 3.4. Como ¢ possivel saber que Ax, ¢ igual a Ax? Como ¢ possivel saber

que este vetor esta no espago-coluna? Sendo 4 = [: :] ex= m o que éx?

(b) Se Ay = ¢ possui uma solugdo e Ax = 0, entdo x ¢é perpendicular a

Se Ax esta no espago nulo de A", entdo Ax = 0. Razdo: Ax estd também no dede
0s espagos sao . Conclusdo: A'A possui o mesmo espago nulo que A.

(Recomendado) Desenhe a Figura 3.4 para demonstrar cada subespago de

1 2 1 0
A=l3 30]'

B=|
Desenhe novamente a Figura 3.4 para uma matriz 3 por 2 de posto » = 2. Qual subespago ¢
Z (apenas vetor nulo)? A componente de espago nulo de qualquer vetor xem R* éx, = .
Abaixo ha um sistema de equagdes Ax = b para o qual ndo ha solugdo:

x+2y+2z=5
2x+2y+3z=35
3x+4y+5z=09.

Encontre nimeros y,, y,, v, para multiplicar as equagdes, de forma que se somema 0 = 1.
Em qual subespago vocé descobriu um vetor y? O produto escalar y'b ¢ 1.



30. Crie uma matriz 2 por 2 assimétrica de posto 1. Copie a Figura 3.4 e coloque um vetor em
cada subespaco. Quais vetores sdo ortogonais?

31. Encontre as componentes x, ¢ x, ¢ desenhe a Figura 3.4 corretamente se

1 -1
A=|0 0| e x=
0 0

32. Crie uma matriz com a propriedade pedida. Se ndo for possivel, justifique.

(a) O espago-coluna contém e [-3{, 0 espago nulo contém

W e
L RV

1

(b) O espago-linha contém -3|, 0 espaco nulo contém
5

2
-3
1

0
0

I 0
I

1
(d) Cada linha € ortogonal a cada coluna (4 ndo € a matriz nula).

(¢) Ax =|1| tem uma solugdoe A' =

0

(e¢) As colunas somam-se a uma coluna de zeros, as linhas somam-se a uma linha de na-
meros 1.

33. Seja A uma matriz simétrica (4" = A).
(a) Por que seu espago-coluna € perpendicular ao seu espago nulo?
(b) Sendo Ax = 0 e Az = 5z, quais sdo os subespacos que contém esses “autovetores” x ¢ z?
Matrizes simétricas possuem autovetores perpendiculares (ver Se¢do 5.5).
Os problemas 34 a 44 tratam de subespacos ortogonais.

34. O piso e a parede ndo sdo subespagos ortogonais, uma vez que compartilham um vetor que
ndo ¢ zero (passando pela linha onde se encontram). Dois planos em R* ndo podem ser
ortogonais! Encontre um vetor nos espagos-coluna C(4) e C(B):

1 2
A=(1 3 e B=|6 3|
1 2 51

Este sera um vetor Ax e também Bx. Pense em uma matriz [4 B] 3 por 4.

35. Seja S gerado pelos vetores (1, 2, 2, 3) e (1, 3, 3, 2). Encontre dois vetores que gerem S+,
Isto €, analogo a resolver Ax = 0 para qual matriz 4?

36. Considerando que S contenha apenas (1, 5, 1) e (2, 2, 2) (ndo ¢ um subespa¢o). Entdo, S+
¢ 0 espac¢o nulo da matriz 4 = . §+ sera um subespago mesmo se S ndo for.

37. Aplique ao problema 34 um subespago V p-dimensional e um subespa¢o W g-dimensional
de R”. Qual desigualdade em p + ¢ garante que haja interse¢do de V em W em um vetor
ndo nulo? Tais subespagos ndo podem ser ortogonais.

38. Considerando que um subespago S esta contido em um subespago V, prove que S+ con-
tém V+.

39. Considerando que P ¢ um plano de vetores em R* que satisfaz x, + x, + x, + x, = 0, escre-
va uma base para P-. Crie uma matriz que tenha P como seu espaco nulo.
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Seja V o espago inteiro R*. Considere também que V+ contém apenas o vetor
Assim, (V+)* é . Dessa maneira, (V+)* € o mesmo que

Sendo S o subespago de R? contendo apenas o vetor nulo, o que ¢ S*? Sendo S gerado por
(1,1, 1,), o que é S+? Sendo S gerado por (2, 0,0) e (0, 0, 3), 0 que ¢ S+?

Coloque bases para os subespagos ortogonais V ¢ W nas colunas das matrizes Ve W. Por
que V'W = matriz nula? Isto equivale a v'w = () para vetores.

Utilizando a matriz abreviada da equagdo (8), prove que cada y em N(A4") é perpendicular
a cada Ax no espago-coluna. Comece a partirde A’y = 0.

Seja L um subespago de uma dimensdo (uma reta) em R®. Seu complemento ortogonal L+
é perpendicular a L. Assim, (L+)*éa perpendicular a L*. De fato, (L+)*
¢éigual a

Os problemas 45 a 50 abordam linhas e colunas perpendiculares.
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Considerando que todas as colunas de 4 sdo vetores unitarios, todos simultaneamente per-
pendiculares, descubra 4'A4.

Crie uma matriz 4, 3 por 3, na qual ndo haja zeros, € cujas colunas sejam simultaneamente
perpendiculares. Calcule A"4. Por que esta ¢ uma matriz diagonal?

Seja uma matriz n por n inversivel: 44-' = I. Sendo assim, a primeira coluna de A~ é orto-
gonal ao espaco gerado por quais linhas de A?

As retas 3x + y = b, e 6x + 2y = b, sdo . Elas serdo a mesma reta se ;
Neste caso, (b,, b,) € perpendicular ao vetor . O espago nulo da matriz € a linha
Ix+y= . Um vetor particular em tal espago nulo é

O comando N = null(4) produzird uma base para o espago nulo de 4. Dessa maneira, o
comando B = null(N’) produzira uma base para de A.

Por que estas afirmagdes sdo falsas?

(a) (1, 1, 1) é perpendicular a (1, 1, -2), de forma que os planos x + y + z =0 ¢
x + y — 2z = () sdo subespagos ortogonais.

(b) O subespacgo gerado por (1, 1,0,0,0)e (0,0,0, I, 1) é o complemento ortogonal do
subespaco gerado por (1,-1,0,0,0) e (2, -2, 3,4, -4).

(c) Dois subespagos que se intersectam apenas no vetor nulo sdo ortogonais.

Encontre uma matriz com v = (1, 2, 3) no espago-linha e no espaco-coluna. Encontre outra
matriz com v no espaco nulo e no espago-coluna. Em quais pares de subespagos ndo € pos-
sivel haver v?

Seja A4, 3 por 4, B, 4 por 5, e AB = 0. Prove que posto (4) + posto (B) < 4.






