[ 1] Conjunto de problemas 1.5
1. Multiplique a matriz L = E'F'G"' da equagdo (6) por GFE da equagiio (3):

1 00 1 00
2 10 -2 10
-1 -1 1 -1 11

vezes

Multiplique também na ordem contraria. Por que as respostas sdo como sdo?
2. Quando uma matriz triangular superior ¢ nio singular (possui um conjunto completo de pivs)?
3. Que miltiplos de £,, da linha 2 de 4 serd subtraido pela eliminagdo da linha 3 de 4? Utilize
a forma fatorada:

Quais seriio os pivos? Sera necessaria uma troca de linhas?
4. Encontre os produtos FGH ¢ HGF quando as matrizes (com zeros da triangular superior

omitidos) forem:
1 1 1
1 0 1 01
F=1o o 1 G=lo 2 1 H=1o 0 1
0001 0001 00 21
5. (a) Sob que condigdes o seguinte produto é ndo singular?
1 0 o|l|d, 1 -1 0
A=|-1 10 d, 0 1 -1
0 -1 1 d,|10 0 1

(b) Resolva o sistema Ax = b, comegando com Le¢ = b:

1 0 o]lg] [0
-1 1 0f|¢|=|0|=b
0 -1 1f|g] [1

6. (Segunda prova de A = LU) A terceira linha de U surge da terceira linha de A subtraindo-se
os maltiplos das linhas 1 e 2 (de U!):

linha 3 de U = linha 3 de A — /, (linha 1 de U) - /,,(linha 2 de U).
(a) Por que se subtraem as linhas de U ¢ ndo as linhas de 4? Resposta: porque, no momento
em que uma linha de pivo € utilizada, .
(b) A equagio acima ¢ a mesma que:

linha 3 de A = ¢, (linha | de U) + £,,(linha 2 de U) + I(linha 3 de U).

Que regra da multiplicagdo de matrizes produz essa linha 3 de L vezes U?
As outras linhas de LU harmonizam-se da mesma maneira que as linhas de 4.
7. Fatore A em LU e escreva o sistema triangular superior Ux = ¢ que aparece apos a elimi-
nagdo para:
2

2]
5

Ax= =

233
0 3 7
6 9 8

u
v
w

8. (a) Por que sio necessérias aproximadamente n?/2 etapas de multiplicagiio-subtragdo para
resolver cada igualdade Le = b e Ux = ¢?
(b) Quantas etapas a climinagdo utiliza para resolver dez sistemas com a mesma matriz de
coeficientes A, 60 por 60?7

9. Aplique a eliminagdo para produzir os fatores L e U de:
3 11

131
113

21

""87

e A=
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10. Encontre E?, E* e E! se:
6 1

£=l' °|.

11. Determine s¢ 0s seguintes sistemas sdo singulares ou nio singulares e, se eles ndo tém
solugdo, tém uma solugdo ou infinitas solugdes:

v—wmd v-w=0 v+w=l
u-—v =2 e u-—-v =0 e u+v =]
u -—w=2 u -—w=0 u +w=1,

12. Apresente todas as seis matrizes de permutagdo 3 por 3, incluindo P = /. Identifique suas
inversas, que também sdo matrizes de permutagdo. As inversas satisfazem a propriedade
PP~ = [ e estdo na mesma lista.

13. Encontre uma matriz de permutagdo 4 por 4 que exija trocas de linha para chegar ao final
da climinagdo (que ¢ U = /).

14. A forma menos familiar 4 = LPU troca linhas apenas no final:

1 11

1 13
2 58

=y B
00 2
0 36

1 00
A= —L'A= =PU=|0 0 1
010

1 11

0 3 6

0 0 2

Qual ¢ a matriz L neste caso? Comparando com P4 = LU, no box 1J, os multiplicadores
agora ficam no lugar (£, € 1 e £, €2,s¢ A = LPU).

15. Como vocé pode fatorar A no produto UL de triangular superior vezes triangular inferior?
Eles seriam os mesmos fatores de A = LU?

16. Que valores de a, b, ¢ levam as trocas de linha? Quais tornam a matriz singular?
c 2
6 4

17. Resolva por eliminagio trocando linhas quando necessério:

A= A=

1 20
a 8 3
0 b §

u +4v + 2w = -2 v+ w=10
~2u —8 +3w=32 e wu-+v =10
v+ w= 1 u+v+w=l

Que matrizes de permutagio sio necessérias?

18. Resolva como dois sistemas triangulares, sem multiplicar LU para encontrar A:

1 0 0|[2 4 4||u 2
LUx=|1 1 0/|10 1 2{|v|=|0}
1 0 1[0 0 1||w 2
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19. Encontre as fatoragdes P4 = LDU (e verifique-as) para:
011
1 01
2 3 4

1 2
A= e A=|2 4
1 1

— N -

Os problemas 20 a 31 calculam a fatoragiio A = LU (¢ também A = LDU).

20. Quais sdo os sistemas triangulares 3 por 3 Le = b e Ux = ¢ do problema 24? Perceba que
c = (5, 2, 2) resolve a primeira equagio. Que x resolve a segunda?

21. Quais sfio as trés matrizes de eliminagdo £, , E, |, E,, que transformam A na forma triangu-
lar superior E,E, E, A = U? Multiplique por £, E;' ¢ E;' para fatorar 4 em LU com
L=E;E'E,). Encontre L e U:

1 01

e 2 2%
3 45

A=

22. Quando zero aparece em posigio de pivl, 4 = LU ndo é possivel! (Precisamos de pivos d, f,
i ndo nulos em U.) Mostre diretamente por que ambas as igualdades abaixo sdo impossiveis:

R R B

1 2 € A
1
23. A triangularizagio altera [: ;]::bpamumatriangNarI; :]x=c:

d e g

f h
i

" .

1
1
2

x+ y=5 _ x+ty=S§ LS . [l 1 5}
x+2y=17 y=2 1 2 7 01 2
Essa etapa subtraiu £,, = vezes a linha | da linha 2. A etapa reversa soma £, vezes
alinha | a linha 2. A matriz para cssa etapa reversa é L = . Multiplique essa matriz
Lporumsistcmwimgular[; :]=x=[;]paraobter - . Em notago

por letras, L multiplica Ux = ¢ para obter
24. (Alterar para 3 por 3) A triangularizagio altera Ax = » para uma triangular Ux = ¢:

x4+ y+ z=39§ x4+ y+ z=9§ x+y+ z=5
X+2y+32=7 y+2z2=2 y+22=2
x4+ 3y +6z2=11 2y 4+ 52 =6 z =2

A equagdo z = 2 em Ux = ¢ surge a partir da original x 4 3y 4+ 6z = 11 em Ax = b, subtrain-
do-se £, = vezesaequagio | e £y, = _ vezes a equagdo final 2. Faga a reversio
que recupere [1 3 6 1l]em[4 blapartirdasfinais[1 1 1 5},[0 1 2 2]e[0 0 1 2]
em|[U c]:

Linha3de[4 6] = (£, Linhal + £, Linha2 + | Linha 3) de [U c].

Em notagdo matricial, trata-se de uma multiplicagdio por L. Assim, 4 = LU e b = Le.
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25. Quais sdo as duas matrizes de eliminagdo E,, ¢ E,, que transformam A na forma triangular
superior £, E, A = U? Multiplique por E,;' e E, ' para fatorar 4 em LU = E;'E;'U:

1 11
2 45
0 40

p

26. Que nimero ¢ leva a um zero na segunda posicdo de pivo? Uma troca de linha é necessaria
e A = LU ndo é possivel. Que ¢ gera zero na posigio do terceiro pivo? Assim, uma troca de
linha ndo poderd ajudar ¢ a eliminagdo falhara:

l ¢ 0
A=12 4 1|
35 1

27. (Recomendado) Calcule L ¢ U para a matriz simétrica:

& 8 AR
> o >R
N T~ O
AN o8

Encontre quatro condigdes em a, b, ¢, d para obter A = LU com quatro pivos.

28. Matrizes tridiagonais possuem apenas elementos nulos, exceto na diagonal principal e nas
duas diagonais adjacentes. Fatore as matrizes abaixoem A = LU e A = LDV:

1 1 0 a a 0
A=]1 2 1 e A=|a a+b b
01 2 0 b b+e

29. Resolva Le = b para encontrar ¢. Em seguida, resolva Ux = ¢ para encontrar x. Qual ¢ a
matriz A?

1 00 111 -
L=|110f e U=|011 e b=|5|
111 0 01 6

30. A4 e B sio simétricas ao longo da diagonal (pois 4 = 4). Encontre suas fatoragdes triplas
LDU e diga como U estd relacionado com L para essas matrizes simétricas:

2 4

A‘|4 lll

31. Resolva o sistema triangular Lc = b para encontrar ¢. Em seguida, resolva Ux = ¢ para

encontrar x:
2 4 2
V=lo 1] e "‘ln}

1 0

L=[4 1

Por garantia, encontre A = LU e resolva Ax = b. Circule ¢ quando vocé o vir.
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32. Quais sido as matrizes L ¢ D para a matriz 4 abaixo? Qual ¢ a Uem 4 = LU e qual € a nova
UemA = LDU?

2 4 8
A=10 3 9
007

33. Encontre L e U para a matriz ndo simétrica:

& 8 RN
ol R
NN »u %
B ™~ 9

Encontre as quatro condigdes de a, b, ¢, d, r, s, t para obter 4 = LU com quatro pivos.
34. (Revisdo) Quais valores de ¢ tormam A = LU impossivel — com trés pivds?

1 20

A=|3 ¢ 1

011

35. Estime a diferenga de tempo para cada nova dimensdo do lado direito b se n = 800. Crie
A = rand(800), b = rand(800,1) e B = rand(800,9). Compare os tempos de tic; A\ toc e tic;
A\B; toc (que resolva os 9 lados direitos).

36. Utilize cholpascal(5)) para encontrar os fatores triangulares de pascal(5) do MATLAB.
As trocas de linha em [L, U] = lulpascal(5)) corrompe o padrio de Pascal!

37. Se A e B tém clementos ndo nulos nas posi¢gdes marcadas por x, que zeros continuam sendo
nulos em seus fatores L e U7

3 ¥ X x 2 29

X x-2 8 Y- 0 %
A= B:

0 x x x ¥ 0 x2x

0 0 x x 0 x x x

38. Comegando a partir de uma matriz A 3 por 3 com pivds 2, 7, 6, some uma quarta linha ¢
coluna para gerar M. Quais sdo os primeiros trés pivos de M e por qué? Que quarta linha
¢ coluna garantem a produgdo de 9 como quarto pivo?

39. (Importante) Se A possui pivls 2, 7, 6 sem trocas de linhas, quais sdo os piv0s para a sub-
matriz 2 por 2 superior esquerda de B (sem a linha 3 ¢ a coluna 3)? Justifique.

Os problemas 40 a 48 abordam matrizes de permutagio.
40. (Tente resolver esta questdo) Que permutag¢dio torna PA triangular superior? Que permu-
tagdo torna P AP, triangular inferior? A multiplicagdo a direita de A por P, troca as

de A.
0 0 6
1 2 3

4=
0 45
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41. Se P, ¢ P, sio matrizes de permutacio, P P, também serd. Ela também terd as linhas de /
em alguma ordem. Dé exemplos com P P, = P.P ¢ PP, = PP,

42. Enoonueumgman'izdepenpumdo3por3me’=l(masnioP=I).Encontmuma
permutacdo P 4 por4 com P4+ .

43. Ha 12 permutagdes “pares™ de (1, 2, 3, 4), com um numero par de trocas. Duas delas sdo (1,
2,3,4)semtrocas, ¢ (4, 3, 2, 1) com duas trocas. Relacione as outras dez. Em vez de escrever
cada matriz 4 por 4, utilize os nimeros 4, 3, 2, | para dar a posi¢éio do | em cada linha.

44. Quantas trocas permutardo (5, 4, 3, 2, 1) de volta para (1, 2, 3, 4, 5)? Quantas trocas al-
terardo (6, 5,4, 3,2, 1) para (1, 2, 3, 4, 5, 6)? Uma ¢ par ¢ outra ¢ impar. Para (n, ..., 1) a
(1, ..., m), mostre que n = 100 ¢ 101 sdo pares, ¢ n = 102 ¢ 103 sdo impares.

45. A matriz P que multiplica (x, y, z) para obter (z, x, y) também ¢ uma matriz de rotagdo.
Encontre P ¢ P, O eixo de rotagdo a = (1, 1, 1) ndo se move; ¢ igual a Pa. Qual ¢ o dngulo
de rotagdo de v = (2, 3, -5) para Py = (-5, 2, 3)?

46. Se P ¢ qualquer matriz de permutagdo, encontre o vetor x nido nulo de modo que (/- P)x =0
(isso significa que 7 — P ndo possui inversa ¢ apresenta determinante zero).

47. Se P possui apenas numeros |1 em sua antidiagonal de (1, n) a (n, 1), descreva PAP.

48. Se vocé extrair poténcias de uma permutagdo, por que algumas matrizes P* sdo eventualmen-

te iguais a /? Encontre uma matriz de permutagio P 5 por 5, cuja menor poténcia que a iguale
a I scja P® (esta ¢ uma questio de desafio. Combine um bloco 2 por 2 com um bloco 3 por 3).



