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1. Infroducgao

Problema de Interesse
Dada uma funcdo f : R — R, um problema de grande interesse € a
determinacao da existéncia e calculo de uma raiz x de f, ou seja:

x tal que f(x) =0

’ Introducao de um diodo no circuito: {>|
. . ai D
v(i):k—Tln 1 V—R-z‘—k—Tln(LH]:O V] R
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Solucao utilizando
métodos numeéricos




2. Objetivos

o Estudar métodos numeéricos para a resolucdo
de equacdes ndo lineares (determinar a(s)
raiz(es) de uma funcado f(x), ou seja, encontrar
o(s) valor(es) de x tal que f(x) =0) l

o Fundamentar a necessidade de uso de métodos
numericos para a resolucdo de equacoes ndo lineares

o Discutir o principio bdsico que rege 0s métodos
NUMEricos para a resolucdo de equacoes ndo lineares

o Apresentar uma série de métodos destinados G
resolucdo de equacdes ndo lineares




Zero de uma funcao

Um numero real € € um zero da
funcao f(x) ou uma raiz da equacaAo
f(x) =0se f(¢) =0;
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o Zeros podem ser reais ou complexos.
o Neste curso vamos fratar somente de zeros

Eixo das ordenadas

reais de f(x).

A
f(x)

Zeros reals representados
sobre o eixo das abscissas

>
X

% 5
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o A partir de uma equacdo de 2° grau da forma
ax’+bx+c=0

o Determinacdo das raizes em funcdo de a, b e
C

—b + Vb2 — 4ac
X =
2a

o Polinbmios de grau mais elevado e funcoes
com maior grau de complexidade

o Impossibilidade de determinacdo exata dos zeros




o Assim, € possivel determinar através de
méetodos formais raizes de polindmios até grau
3 ou maior (em certas condicoes).

o Algumas funcoes podem ser transformadas em
polindbmios e suas raizes podem ser obtidas. N

05x+2=0;x2+4x-3=0
o03sen(x) + 5=0; cos?(x)+2cos(x) + 5=0

o Equacodes Transcendentais (ndo-algébricas):

o Combinam funcdes trigonomeétricas (seno,
COsseno,...), exponenciais (e*, 3%,...) ou
logaritmicas (log x, In X, ...).

o Para obter o(s) zero(s) destas funcoes os métodos
numeéricos devem ser utilizados.




Como obter raizes reais de uma equacado
qualquer?

o Sabemos que, para algumas equacoes, Como
por exemplo as equacoes polinomiais do
segundo grau, existem formulas explicitas que
ddo as raizes em funcdo dos coeficientes;

o No entanto, no caso de polinomios de grau
mais alto e no caso de funcdes mais
complexas, € praticamente impossivel se achar
0S zeros exatamente;

o Por isso, femos que nos contentar em encontrar
apenas aproximacoes para esses zeros;
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Principio Basico dos Métodos Numeéricos

, VALOR APRIMORAMENTO
MEIODOS . INICIAL . DOS VALORES -8

>

VALOR ACEITAVEL
DE RAIZ

MINIMIZACAO
DOS ERROS

-




o Etapas Usuais para a Determinacdo de
Raizes a partir de Métodos Numeéricos

, FASE |
METODOS Isolamento das
raizes

-

»

FASE Il

Refinamento
das raizes

-

Determinacdo de um
intervalo (0 menor
possivel) que contenha
apenas uma raiz

Melhoramento do valor
da raiz aproximada
(refinamento até a
precisdo desejada).




3. Métodos iterativos para
obtencdo de raizes

o A ideia central desses métodos € partir de uma
aproximacao Inicial para a raiz e em seguida
refinar essa aproximacdo afravées de um
processo iterativo;

o Esses métodos contemplam duas fases:

o Fase I: Localizacdo ou isolamento das raizes, que
consiste em obter um intervalo que contém a raiz;

o Fase II: Refinamento, que consiste em melhorar as
aproximacoes iniciais obtfidas na Fase | até atingir uma
aproximacaAo para raiz dentro de uma precisdo
prefixada.




Fase | - Isolamento das Raizes

oNesta fase e feita uma andlise tedrica e
grafica da funcdo f(x);

o Na andlise tedrica usamos o teorema:

o Seja f(x) uma funcdo continua num
intfervalo [a, b]. Se f(a) . f(b) <0 entdo
existe pelo menos um ponto x = & entre a
e b que é zero de f(x), ou sejq, f(&) = 0.




Isolamento das Raizes

Andlise Tedrica (Graficamente)

f(x) 4

f(x) 4




o Sendo f(x) continua em um intervalo [q, b], se
f(a)f(b) <0 entdo existe pelo menos um ponto
X =& entre a e b que € zero de f(x).

o Exemplo 01: f(x) = x3 - 9x +3

X | -0 -100 -10@-1 mm 4

fx) | - - -

+

B f(x) € continua para vk eR.
oly = [-5,-3] Cada um dos intervalos
ol, = [0, 1] contém pelo menos um
ol, = [2, 3] zero.




Isolamento das Raizes - Andlise Tedrica

o Como garantir que s existe uma raiz em
um intervalo [q, b]?
oAtfravés da andlise do sinal da derivada
de f(x);
oSe f'(x) existir e preservar sinal no intervalo

[0, b], entdo esse intfervalo contém um
unico zero de f(x).




Andlise do sinal da derivada graficamente

A

f(x) fx) |

A
>y

-

f(x) >0, ¥x E[a, b] f'(x) <0, ¥x E[a, b]




Isolamento das Raizes - Andlise Grafica

o A andlise grafica da funcdo f(x) &
fundamental para se obter boas
aproximagoes para a raiz. Para fal, temos
0S seguintes processos:

oEsbocar o grafico da fungdo f(x) e localizar as
apscissas dos pontos onde a curva intercepta
O €IXO0 X;

oA partir da equacado f(x) =0, obter a
equacdo equivalente S X) = h(x), esbocar os
graficos das funcoes g(x) e h(x) e localizar os

pontos x onde as duas curvas se intferceptam;

oUsar programas que tracam graficos de
funcoes.
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Anadlise Grafica

ANALISE GRAFICA

| - = — .
‘ Localizacdo das abscissas dos

Construcdo do grdfico de f(x) pontos rﬁiquois a curva intercepta
O eixo ox '

. W o

Obtencdo da equacdo equivalente Construcdo dos graficos de g(x) e
g(x) = h(x) a partir da equacgdo f(x) = h(x) no mesmo sistema cartesiano

i - B

I Localizacdo dos pontos x nos

~ Uso de programas para tracado de
graficos de funcoes

quais g(x) e h(x) se interceptam

(f(8) =0 <=g(d =h(3d )




of(x) =x>—-9x+ 3
og(x) = x3

oh(x) = 9x -3 /‘

h(x)




Fase Il - Refinamento

o Como jd mencionado anteriormente estamos
estudando métodos iterativos. Mas o que € um
meéetodo iterativo?

o Um método iterativo consiste em uma
sequéncia de instrucoes que sdo executadas
PASSO A Passo, algumas das quais sao
repetidas em ciclos.

o A execucdo de um ciclo recebe o nome de
iteracdo.




Refinamento - Critérios de Parada

o Quando utilizamos um método iterativo
precisamos decidir o momento de parar;

o Que tipo de teste efetuar para verificar se a raiz
aproximada (8) estd suficientemente proximo
da raiz exata ()¢

0 § € raiz aproximada com precisdo ¢ se:

o|o6-¢| <e ou
o] f(d) | <e




Refinamento - Critérios de Parada

o Como ndo conhecemos a raiz ¢, uma forma
de efetuar o teste de parada € reduzir o
intervalo que contém a raiz, até conseguir um
intfervalo [a, b] tal gue:

¢ €la,b]

b—a<eg

X—ﬂ<g

}szXehﬁﬂ




4. Método da Bisseccdo ou
Dicotomio

o Seja a funcdo f(x) confinua no intervalo [a, b] e
tal que f(a) . f(b) <O0;

o O objetivo deste método é reduzir a amplitude I
do intervalo que contém a raiz até afingir a
precisdo requerida: (b - a) < g, usando para isto
a sucessiva divisdo de [a, b] ao meio.

o Cadanovo x, = (a, + b,)/2serd o novo q,,; ou
b,.; de modo a manter vdlido o teorema
acima




o Graficamente

f(x) 4




o Ex: Achar araiz da equacdo T (X) = x° —10
no intervalo [2,3] com o erro absoluto 6 < 0,1

f(2)* f(3)=—2*17<0
X, =(2+3)/2=25— f(2,5) =562 a=2 b=3

X, =(2+25)/2=2,25— f(2,25)=139 a=2hb=25

X,=(2+2,25)/2=212— f(215)=-0,40 a=2b=225

X, =(212+2,25)/2=218— f(2,18)=0,46 a=212 b=2,25

. £=218-212=006




o Dada uma precisdo ¢ e um intervalo inicial [a,
b], € possivel saber quantas iteracoes serdo
efetuadas pelo método da bisseccdo até que
se obtenha b -a<g;

o Como achar a guantidade de iteracoes
MinimMmas para se encontrar o zero de uma

funcaoe ﬂ
bk—l —ad bo —d,

b—a =" =7

bo — &,
2k

bo —dy
E
K> log(h, —a,) —log(e)

<e=2%>

= k.log(2) > log(b, —a,) —log(¢)

log(2)




o Vantagens:
o Simples
o Converge sempre
o Desvantagens:
o Convergéncia lenta




Exercicio:

of(x) =x3+4x2-10

e =0,00T

o f(x) = ex— 5x R: 2,5427 + 0,00003
Intervalo [2,4; 2,6] e =0,0001

of(x) =3x3-4 R: 1,1007 + 0,00006

Intervalo [0, 2] e =0,0001




5. Método de Newton-Raphson

o Supondo uma aproximag¢Ao X, para a raiz de f(x), no
ponto (X, f(Xy)) passa apenas uma uUnica reta tangente,
que é a derivada de f(x) em x,. Esta reta tangente corta
O eixo x na coordenada x,,definindo por sua vez, o
ponio (x,, flx)) l

o Por este novo ponto também passa uma Unica reta
tangente que corta o eixo x em X,. Esta nova
coordenada define outro ponto (x,, f(x,)) que repete
todo o processo

0 Xy.X;,... SQO Aproximacoes cada vez melhores para a raiz
da funcdo, o X, pode ser obtido a partir do X, através
da funcdo:

f(xk)

Ay = Wpr= f’(xk)




Graficamente

fo) 1




o Convergéncia

o Caso se escolha x, de forma que x, saia do
intervalo [a,b] o método poderd ndo convergir.

Ex: Ache a raiz da equacdo T (X) = X + In(x)
para o erro relativo 6 = 0,01 e [0,5; 1], ou sejq:

Lit1 — &y

<0

Lit1




Se

f (X)) = x° +In(x)

EntQo
f'(x) = 2x+% -
Xo= 0,5
_05-— f (0,5) _05-— —0,44 065
f'(0,5) 3
X2 =0,05— (0,65 =0,65
f(0,65)

<0,01

‘0,65—0,65




o Vantagens:
o Simples
o Rapida convergéncia

o Desvantagens:
o Nem sempre converge

o Necessidade de se conhecer a derivada da
funcdo

o Muito sensivel a estimativa inicial
o Se a derivada for nula o método falha




Exercicio:

of(x) =x3+4x2-10

e =0,001

o f(x) = eXx— 5x Intervalo [2.,4; 2,6]
e = 0,0001

o f(x) =3x3—-4 Intervalo [0, 2]

e =0,0001




6. Metodo da Secante

o Uma grande desvantagem do método
de Newton € a necessidade de se obter
f'(x) e calcular seu valor numérico a .
cada iteracao.

o Uma forma de se contornar este
poroblema ¢é substituir a derivada f'(x)
pelo quociente das diferencas

o (X ) = ( f(X) - T(Xe1) ) /(X = Xeh)




Entrada: Valor da aproximacio. xy e x_y. para a raiz r e o limite de erro.
Saida: Valor aproximado da raiz da funcdo, 7, ou mensagem de erro
for n =0 até Nyur do

Tn-1f(Tn) — Tnf(Tn-1)
f(mn) — f(mn—l)

< 0 then

Calcular z,,4+1 =

if Ln+1 — Ln

Ln+1 .
Apresente z,4; como raiz: FIM

end if

Fazer z,-1 = xp € Tp, = Tnyy
end for
Método falhou em n iteracdes; FIM




f(x)
=]




o Vantagens:
o Simples

o Rdpida convergéncia como o método deNewton
e Ndo necessita do conhecimento da derivada
da funcado

o Desvantagens:
o Nem sempre converge
o Muito sensivel a estimativa inicial

o Se a derivada for nula o método falha




/. Comparacao entre os
Métodos

o O método da Bisse¢gdo sempre converge para
uma solucao;

o O esforco computacional do método da {
bissecdo cresce demasiadamente quando se S
aumenta a exatiddo da raiz desejada;

o Deve ser usado apenas para diminuir o
intervalo que contém a raiz para posterior
aplicacdo de outro método, como o método
de Newton, por exemplo

o O método da Secante € uma aproximacdo
para o método de Newton;

o Ao contrdrio do método da Bissecdo o método
da Secante e de Newton podem ndo
convergrr.




o O método da bissecdo € bastante simples por
NAo exigir o conhecimento da derivada da
equacdo em questdo, porém possui uma
convergéncia lentaq;

o O método de Newton € o que apresenta a
convergéncia mais rapida, porém exige o
conhecimento da derivada analitica da
funcdo em questdo;

o O método da Secante € mais lentfo que o de
Newton, porém ndo exige o conhecimento da
derivada andadlitica da funcdo em questdo;




